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1. Encontre a férmula fechada das seguintes relagoes de recorréncia:

(a)

ap = 3ap-1
apg = 1
{ ap, = —20p1

ap, = an_1+n—1,paran > 2.
a; = 0

Qp = Gp-1 + 2"
ag =

ap = p_1 +2n — 1)
(10:1



T(n)=2T(n—-1)
{T(l):2

2. Considere n quadrados dispostos lado a lado, como mostra a figura:

Seja a,, = ntimero de maneiras de colorir os quadrados de forma que nao
fiquem dois quadrados vermelhos adjacentes. Encontre uma relagao de
recorréncia para a, se cada quadrado pode ser colorido de vermelho ou
azul. Justifique.

1 2 n
Resposta: Uma fila de tamanho 1 pode conter ou um pega vermelha,
ou uma peca azul, portanto a; = 2. Uma fila de tamanho 2 pode ter

qualquer um dos seguintes formatos: (Azul, azul) ou (azul, vermelho)
ou (vermelho, azul). Logo, as = 3.

A fila com n pegas, paran > 3, pode ser dividida em dois grupos, a que
termina com uma pega azul e a que termina com uma pega vermelha.
Se a ultima (n-ésima) peca da fila é azul, as demais n — 1 pecas da fila
podem ter qualquer coloragao desde que nao existam pecas vermelhas
consecutivas, este total de coloragdes é a,_;. Se a tultima (n-ésima)
peca da fila é vermelha, obrigatoriamente, a pentiltima peca deve ser
azul. Logo, as demais n — 2 pecas da fila podem ter qualquer colora-
¢ao desde que nao existam pecas vermelhas consecutivas, este total de
coloracoes é a,,_».

Pelo principio aditivo, a, = a,_1 + a,_o para n > 3.

Logo,

Up = ap-1+ ap_2 , paran >3
ar =2, ag =3

3. Suponha que uma moeda seja langada até que aparegam 2 caras, quando
0 experimento termina.



(a)

Seja a, o nimero de experimentos que terminam no n-'ésimo lan-
camento ou antes. Encontre uma relacao de recorréncia para a,.
Justifique.

Observe por exemplo, que as é o nimero de experimentos que
terminam no segundo ou terceiro lancamento, ou seja, é a soma
de cc, cC'c e C'ec onde c significa ‘cara’ e C' ‘coroa’.

Resposta: Os experimentos contados em a, dividem-se em dois
conjuntos disjuntos, experimentos onde as duas caras foram obti-
das até o (n—1)-ésimo langamento, onde existem a,,_; experimen-
tos deste tipo, e experimentos onde a segunda cara foi obtida no
n-ésimo langamento, e nestes experimentos sé6 foi obtida uma cara
até o (n — 1)-ésimo langamento, logo existem n — 1 experimentos
deste tipo.

Pelo principio aditivo, temos que a,, = a,_1 +n — 1.

2

Observe que a; = 0. Portanto, a relacao de recorréncia para a,, é:

ap, = an_1+n—1,paran > 2.
a; = 0

Calcule a férmula fechada da relagao de recorréncia. Justifique.

Resposta: Temos que a,, = a,_1 +n — 1, logo:

an = Gn_1+n—1
pn—o+(n—2)+(n—1)
Up_o+2n—(2+1)
ap-3+(n—3)+2n—(2+1)
an-3+3n—(3+2+1)
= apqt+(n—4)+3n—(3+2+1)
= apg4+4dn—(4+3+2+1)

= Guoitin—(i+@—1)+GE—2)+...+3+2+1)
= an_i—l—m—z;c:lk



Tomando n — i = 1, temos .

Logo, a, = a1 + (n — 1)n — S 1 k.

Como > 7 _ k= @, entdo a, = a; +n(n—1)—
0+ 2n(n—1)—n(n—1) __

(n—1)n
2

n(nfl).

2

2

4. Um certo banco estd cobrando 5% de juros ao més. Tadeu tomou
emprestados 1000 reais, e deve pagar prestagoes mensais fixas de 100
reais (a primeira ao final do primeiro més de empréstimo).

(a) Encontre uma relagao de recorréncia e condigoes iniciais para a
divida de Tadeu ao final do n-ésimo més. Justifique.

Resposta: Seja M; a quantia que Tadeu deve ao banco no final do
i-ésimo més, para i > 1. A cada més o banco cobra t = 5% de
juros e subtrai o valor da prestagao paga por Tadeu no valor de

¢ =100, 00. Portanto:

My
M,

M>

M;
M;

1000
My + 0,05M; — 100
(1+0,05) M, — 100
1,05M;, — 100
M, +0,05M; — 100
(1+0,05)M; — 100
1,05M; — 100

M;_y +0,05M;_, — 100
1,05M;_; — 100

Temos portanto a seguinte relacao de recorréncia para M;:

My = 1000

M; = 1,05M;_1 — 100, para ¢ > 1.



(b) Resolva esta relagao. Justifique.
Resposta: Dado ¢ > 1, temos:

M; = 1,05M;_; — 100 =
1,05[1,05M;_5 — 100] — 100
1,052M;_y — 1,05 x 100 — 100
1,052 M;_5 — 100[1, 05 + 1]
1,052[1,05M;_3 — 100] — 100[1, 05 + 1] =
= 1,05°M;_3 — 100[1,05% + 1,05 + 1] =
= 1,05%[1,05M;_4 — 100] — 1,05[1,05% + 1,05+ 1] =

= 1,05*M;_y — 100[1,05° + 1,052 + 1,05 + 1]

= 1,05M;_;, — 100[1,05*1 4+ 1,052 + ... + 1,05 + 1, 05°]
= 1,05 M;_;, — 100 357 1,057

Como o valor inicial ¢ My = 1000, entao para escrever M, em ter-
mos de My devemos tomar i —k = 0, isto é, k = 7. Desta maneira,
obtemos a seguinte féormula fechada para M;:

M; = 1,058My— 100377 1,057

i 1,059[1,05¢—1
— 1,05'1000 — 100 (L=

i 1,05°—1
= 1,051000 — 100 (2=}

. —1 s, . . . ~
Pois, Z}:o 1,057 é os primeiros i termos de uma progressao geo-

métrica de razao 1,05. Logo:

M; = 1,051000 — 2000 x [1,05' —1] =
1,05'1000 — 2000 x 1,05 + 2000 =
= 2000 — 1,05'1000

5. Considere uma sequéncia de ntimeros inteiros aq, as, as, - -+, Gy, - - - onde
a; = 3 e cada um dos termos seguintes é obtido pela soma do termo
anterior multiplicado por 3 e o ntmero 4.



(a) Defina esta sequéncia recursivamente. Justifique.
Resposta: Observe que cada termo da sequéncia é obtido pela
soma do termo anterior multiplicado por 3 e o ntimero 4. Pode-
mos formar a sequéncia da seguinte maneira:

ay = 3,

as = 3a1 + 4;
asz = 3aq + 4;
as = 3as + 4;
ap = 30,1 +4

Logo, a sequéncia é:

a, = 3a,_1+4,paran > 2.
ap = 3

(b) Encontre a formula fechada para cada termo da sequéncia pelo
método de substitugao. Justifique.

Resposta:

a, = 3a,_1+4

3(3an—2+4) +4
32a,_9+3.4+4
32(3an-3+4)+34+4
33a,_3+3%4+34+4
Ban_3+4(32+3+1)
3(Ban—s+4)+4(32+3+1)
= 3,4 +334+4(32+3+1)
= 3a, 4 +4(33+3F+3+1)

= Fap i +4@T 34+ 32+ 31+ 37)
= B, +43 3
Logo, paran — i =1, ou seja, « = n — 1, temos

n—2
a, = 3" ta; + 42 3/

=0



n—2+1_1) 3n71_1

Como 1+ 3+ 32 ... 4302 2 WD) _ o

Sendo assim, temos que:

3t -1
a, =3"ta; +4- 5

como a, = 3, concluimos:

ap =3"+2(3" - 1)

Seja a,, o niimero de maneiras de estacionar carros e micro-6nibus
em uma garagem com n vagas dispostas em uma unica fila. Con-
sidere que um carro ocupa uma vaga e um micro-6nibus ocupa
duas vagas. (Por exemplo, numa garagem com 3 vagas temos 3
maneiras: carro, carro, carro; carro, micro-o6nibus; micro-6nibus,
carro, logo a3 = 3.) Encontre uma relagao de recorréncia para a,
e as condigoes iniciais. Justifique.

Resposta:

Seja a, o nimero de maneiras de estacionar em uma garagem
com n vagas. Suponha inicialmente que temos uma garagem com
apenas uma vaga. Neste caso, s6 podemos estacionar um carro,
isto é, a; = 1.

Agora, suponhamos que temos uma garagem com duas vagas. Po-
demos estacionar dois carros ou um micro-6nibus de modo a ocu-
par as duas vagas. Assim, temos 2 formas distintas de estacionar-
mos nesta garagem. Logo, as = 2.

Imagine agora que nossa garagem tem n — 1 vagas previamente
ocupadas. Para ocupar a n—ésima, s6 temos uma forma: esta-
cionando um carro. Se a,_; € o numero de formas distintas de
estacionar em uma garagem com n — 1 vagas, entao, como so te-
mos uma maneira de estacionar nesta garagem com n — 1 vagas
ocupadas, temos que o numero de formas de estacionar em tal
garagem ¢ representado por a,_1.



Por fim, podemos ter uma garagem com n — 2 vagas previamente
ocupadas. Para preenchermos estas duas vagas, podemos estacio-
nar um micro-6nibus ou 2 carros. Entretanto, quando preenche-
mos com dois carros, recaimos no caso da garagem com n—1 vagas
preenchidas, ja analisado. Se o levarmos em consideragao, esta-
remos contabilizando uma repeticao. Assim, temos apenas uma
maneira diferente das que ja analisadas de estacionarmos nessa
garagem com n — 2 vagas preenchidas. Logo, se a,_2 ¢ o nimero
de formas de estacionar em uma garagem com n — 2 vagas, temos
a,_o maneiras de estacionar na garagem em questao.

Portanto, a,, = a,_1 + a,_o.
Logo, a relagao de recorréncia que expressa o problema é:

a; = 1
ay = 2
an = Qp-1+ ap—2

Encontre a formula fechada da seguinte relagao de recorréncia:
An =an_1 + 3271 | sendoay = 2
Resposta:

n = Qp_q+3.2"71
Ap_o + 3.2 2 4 3.2 1
= a, 3+3.2"3 4327724 39001

= Gp;+3.27 4 320724 320
= A+ 3ok

Fazendo ¢ = n temos n — ¢ = 0 e entao,

an = ag+ Yy, 32"k
ag+33 5, 2" "
= ay+3[2" 42"+ + 2420

(. J/

. %oma PGTie razao 2
= qo+ 3[FZY)
ag + 3[2” - 1]
= 2432"-3
= 32" -1




Portanto, a féormula fechada para a relacao de recorréncia em ques-
tao é dada por a,, = 3.2" — 1.

7. (1.5) Encontre a formula fechada da seguinte relacao de recorréncia,
usando substitucao regressiva.

Gy = 2a,_1 +n2" para n > 2 sendo a; = 2.
Justifique.

Resposta: Utilizando o método da Substitui¢ao regressiva temos:

a, = 20,1 +n2"

= 2 (2ap_o + (n — 1)2" 1) +n2"

(. S
-~

an—1
= 220, o+ (n — 1)2" + n2"

= 22(2a,_3+ (n—2)2""%) +(n — 1)2" 4+ n2"

(. J
-~

An—2

a, = 23a, 3+ (n—2)2" + (n — 1)2" + n2"
= 2, i+(n—0G—-1)2"+(n—(i—2))2"+ - +n2"
= 24, +2"[(n—i+1)+(n—i+2)+- +n]

Fazendo n — ¢ = 1 temos que ¢ = n — 1 e sabendo que a; = 2, temos:



apn = 2" a1 +2"(n—n+1+1)+(n—n+1+2)+---+n
= 2"12 422434 +n]

= 2n [1+2+3+ +n]

N J

-

soma dos n primeiros termos de uma P.A.

_ nn(ntl)
2 2

= 2"~ 1n(n + 1)

Portanto, a féormula fechada para a relacao de recorréncia é a, =
2 In(n+1),n > 2,a; = 2.

. Em um experimento, uma determinada colonia de bactérias tem uma
populacao inicial de 50.000. A populagao é contada a cada 2 horas, e
ao final do intervalo de 2 horas, a populacao triplica. Seja a,, 0 niimero
de bactérias presentes no inicio do n-ésimo periodo de tempo.

(a) Deduza a relagao de recorréncia. Justifique.

Resposta: No instante inicial temos 50000 bactérias. Logo, ag =
50000. Como a cada duas horas o ntimero de bactérias é triplicado,
no n-ésimo periodo temos o triplo de bactérias que tinhamos no
periodo n — 1. Assim, temos a seguinte relacao de recorréncia:

ap = 50000
ap = 3ap_1

(b) Determine a formula fechada da relagao de recorréncia encontrada
em (a). Justifique.

Resposta: Vamos utilizar o método das Substitui¢oes Regressivas:



a, = 3p_1
= 3 (36Ln,2)
= 3%a,_9
= 32 (3an_3)
= 33(171—3

= 3ian,i
Quando n =4 temos n — ¢ = 0. Assim,

Ay, = 3"ag
= 3" x 50000

Logo, a férmula fechada para a relacao de recorréncia descrita no
item (a) é a,, = 3™ x 50000.

(¢) No inicio de que intervalo terdo 1.350.000 bactérias presentes?
Justifique.

9. Determine a férmula fechada da seguinte relacao de recorréncia:

a, = 3a,_1 —n3""Y,  n > 2 nnatural
a1 = —1
Justifique.

Resposta: Utilizando o Método da Substituicao Regressiva, temos:



a, = 3a,_1 —n3"!

= 3(3ap_o — (n —1)3""%) — p3n~!

J/

Vv
an—1

= 32ay_o — (n—1)3""1 —p3n-1
= 32ap_o—[(n—1) +n] 3n~1

= 3B~ (=237 —[(n - ) +n] 3"

(. /
-

Gn—2

= Ba,s—(n—2)3"""—[(n-1)+n]3"!
— B2+ (- 1) +n] 3
= 3ian_i—[(n—i—|—1) _|_'..._{_(n_1)_|_n] gn—1

Fazendo n — i =1 e sabendo que a; = —1, temos que i =n — 1 e:

a, = 3n71a1_[2_’_+(n—1)+n]3n71

= =3 1424 +n]

N

_~
soma dos n primeiros termos de uma P.A.

o n(n+1) n—
_ G Ea

Portanto, a férmula fechada para a relacao de recorréncia é a, =

- (@) 315> 92 a4y = —1.



